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ми физико-механическими требованиями к получа-
емым заготовкам. Исходный материал для раскроя и 
формы заготовок может иметь более сложную форму, 
а заготовки могут принимать произвольную ориента-
цию, что значительно усложняет постановку задачи 
раскроя и её алгоритмизацию. Программное обеспе-
чение для решения задач раскроя материала, а также 
получаемые карты раскроя, которые характеризуются 
информацией о физических характеристиках, форме, 
местоположении и размерах заготовок, могут быть 
интегрированы в станки с ЧПУ для лазерной резки 
материала.
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Представлено алгоритм універсального 
хешування по кривій Сузукі над кінцевим 
полем, який визначається схемою обчислен-
ня Горнера по чотирьох раціональних функ-
ціях. Отримано оцінки складності обчис-
лення хеш коду
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Введение
Наилучший результат универсального хеширо-
вания достигается на максимальных кривых, число 
точек которых лежит на границе Хассе-Вейля. Макси-
мальные кривые ассоциированные с группой Сузуки 
и группой Ри имеют максимально возможное значе-
ние рода и соответственно число точек [1]. Первые 
оценки универсального хеширования по проективной 
линии, кривым Эрмита и Гурвица представлены в 
[2-4]. Определение универсального хеширования в 
функциональном поле кривой Сузуки, доказательство 
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подгруппы Вейерштрасса для рациональных функций 
кривой, оценки вероятности коллизии универсально-
го хеширования рассмотрены в [5].
Целью статьи является решение задачи построения 
алгоритма универсального хеширования по кривой 
Сузуки. В разделе 1 приводятся свойства кривой Су-
зуки и определение универсального хеширования по 
кривой. В разделе 2 представлен практический алго-
ритм вычисления хешей по рациональным функциям 
кривой Сузуки и оценки сложности вычислений.
1. Универсальное хеширование по рациональным 
функциям кривой Сузуки
Известные результаты
• Уравнение кривой в проективном пространстве 
P2
Y Z YZ X X Zq q q q q q q q q0 0 0 0 01 1 1− = −+ − + + + −
и в аффинном пространстве над Fq
y y x x xq q q− = −0 ( ) ,
где q q= 2 0
2  и q s0 2= .
• Род кривой g q q= −0 1( )  и число Fq  рациональных 
точек равно q2 1+ . Кривая является максимальной и 
удовлетворяет границе Хассе-Вейля.
• Точками кривой являются особая точка на бес-
конечности P0 0 1 0= ( ): :  кратности q0  и рациональные 
точки P a ba b, ( : : )= 1 , где a b Fq, ∈ 2  и  b b a a a
q q q− = −0 ( ) .
• Подгруппа Вейерштрасса функцио-
нального поля кривой содержит подгруппу 
H P q q q q q q q( ) , , ,∞ = + + + +0 0 02 2 1 . Кривая Сузуки опре-
деляется полной линейной серией D q q P= + +( )2 10 0  
размерности dim = 4 .
• Базис пространства L P( )ρ
 0 , задается функциями 
вида
{ : ( )
( ) ( ) }
w v y x i q q
j q q t q q r q
j i t r⋅ ⋅ ⋅ + +






что следует из подгруппы Вейерштрасса H P( )0  пред-
ставленной порядками полюсов функций x X Z= / , 
y Y Z= / , v x yq q= ++2 1 20 0 , w xy x yq q q q:= + ++2 2 2 20 0 . Поряд-
ки полюсов равны div x qP∞ =( ) 0 , div y q q P∞ = +( )( ) 0 0, 
div v q q P∞ = +( )( ) 2 0 0, div w q q P∞ = + +( )( ) 2 10 0 .
• Кривая Сузуки представляется в P4  множеством 
точек вида
P a b a b f a b af a b b P, : ( : : : , : , ) ( )
: : : :
( ) = ( ) ( )+ =
= ( )
1




где a b Fq, ∈  и f a b a b
q q, :( ) = ++2 1 20 0 .
Определение [5]. Хеш функция h m Fx y q, ( ) ∈ , q q= 2 0
2 , 
q s0 2=  для сообщения m  по рациональным функциям 
в точке x y,  кривой Y Z YZ X X Zq q q q q q q q q0 0 0 0 01 1 1− = −+ − + + + −  
определяется выражением
h m m w v y xx y i j t r
j i t r
, , , ,( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ , (1)
где ρk  - полюс подгруппы Вейерштрасса H P( )∞ ,
m Fi j t r q, , , ∈  - слова сообщения m , i ≥ 0 ,
0 2 10≤ ≤ −j q , 0 1≤ ≤t , 0 0≤ ≤r q ,
i q q j q q t q q rq k( ) ( ) ( )+ + + + + + + ≤2 2 10 0 0 ρ , x X Z= / ,
y Y Z= / , v x yq q= ++2 1 20 0 , w xy x yq q q q:= + ++2 2 2 20 0 .
Пример. Пусть задано F
23
. Кривая Сузуки име-
ет вид y y x x x8 2 8− = −( ) . Число точек кривой равно 




v x y a b= + = +5 4 5 4 ,
w x y xy a b ab= + + = + +6 2 4 6 2 4 ,
где b b a a a8 2 8− = −( ) .
Базисное пространство кривой y y x x x8 2 8− = −( )  
определяется рациональными функциями x , y , 
v x y= +5 4 , w x xy y:= + +6 4 2 . Распределение кратности 
пересечения полиномов базисного пространства и 
y y x x x8 2 8− = −( )  над F
23
представлено в табл. 1.
Таблица 1
Распределение кратности пересечения полиномов 






пресечения (значение числа 





































Хеш вычисления в конечном поле F
23
 по по-
линомиальному базису L P( )18 ∞  на кривой 
y y x x x8 2 8− = −( )  дают оценку вероятности коллизии 
ε = = =m N/ / .18 64 0 28 . Действительно число точек 
кривой N = 64  и число совпадающих хешей при вычис-
лении по полиномиальному базису L P( )18 ∞  не превы-
шает значения 18. Число слов данных равно k = 6 . Хеш 
вычисления в конечном поле F
23
 для 6 слов данных по 
полиномиальному базису L P( )6 ∞  на проективной пря-
мой x y z+ + = 0  дают оценку вероятности коллизии 
ε = = =m N/ / .6 8 0 75 .
Cвязь значение k  с показателями i j t r, , ,  степеней 
рациональных функций w v y x, , ,  определяется леммой 
[5].
12
Восточно-Европейский журнал передовых технологий 3/9 ( 51 ) 2011
Лемма. Пусть k q q< −0 1( ) . Для кривой Сузуки 
имеет место
i p j= − , j t q= − ⋅ −∆ 0 1 , r s s d q= − + ⋅2 0 , t t= 1 2mod ,
где s k' ( ) /=  3
1 3 , Σ = + +s s s'( ' )( ' ) /1 2 1 6 ,
s s k= +  ' / Σ , s s q1 0 1= − − ,
Σs s s s s s s s s− = − − − − − − −1 1 1 1 1 11 2 1 6 1 2 1 3 1( )( ) / ( )( ) / ( ) ,
k k s' = − −Σ 1 , k k1 2=  '/ , d s s t= − 2 / ( ) ,
k k s s2 1 1 1 1 2= + +( ) / , s k2 2
1 22 1 4 1 2= + − ( / ) /
/ ,
s s q3 2 0 1= − − , ∆ = −k k' 2 3 , t q1 0=  ∆ / ,
k s s s s s s3 2 2 1 1 3 31 2 1 1 2 1 2= − − − + − +( ) / ( )( ) / ( ) / ,
p s s t d= − −2 2( ) , ⋅   - округление к большему цело-
му числу, ⋅   - округление к меньшему целому числу, 
⋅[ ]  - округление к ближайшему целому числу.
2. Практический алгоритм вычисления хеш кода
Практический алгоритм вычисления хеш кода 
определяется предложением.
№ Полюса первого слоя Полюса второго слоя
1 ρ0 0=

















ρ ϕ5 2= ρ ω ϕ6 = +
ρ η ϕ7 = + ρ γ ϕ8 = + ρ η ω9 = + ρ γ ω10 = +
3 ρ η11 2= ρ γ η12 = + ρ γ13 2=
ρ ϕ14 3= ρ ω ϕ15 2= +














4 ρ η26 3= ρ γ η27 2= + ρ γ η28 2= + ρ γ29 3=
ρ φ30 4= ρ ω ϕ31 3= +


































5 ρ η50 4= ρ γ η51 3= + ρ γ η52 2 2= + ρ γ η53 3= + ρ γ54 4=




























































6 ρ η81 5= ρ γ η82 4= + ρ γ η83 2 3= + ρ γ η84 3 2= + ρ γ η85 4= + ρ γ86 5=
... ... ... ... ... ...
Таблица 2




Предложение. Сложность универсального хеши-
рования по кривым y y x x xq q q− = −0 ( ) , где q q= 2 0
2  и 
q s0 2=  над полем Fq  определяется выражением
N k s s sonep = + + + −
3 23 2 2 1/ / , если s q≤ 0 , (2)




0 03 2 2 1 2 1/ / ( )( ) , если 
s q> 0 , (3)
где s k= ( ) /3 1 3 .
Доказательство. Универсальное хеширование 
определяется выражением (1)
h m m w v y xx y i j t r
j i t r
, , , ,( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ,
где i ≥ 0 , 0 2 10≤ ≤ −j q , 0 1≤ ≤t , 0 0£ £r q , 
i q q j q q t q q rq k( ) ( ) ( )+ + + + + + + ≤2 2 10 0 0 ρ , m Fi j t r q, , , ∈  -
слова сообщения m .
Базис пространства L Pk( )ρ ∞ , задается функциями 
вида
{ : ( )
( ) ( ) }
w v y x i q q
j q q t q q r q
j i t r
k
⋅ ⋅ ⋅ + +






Размещение полюсов подгруппы Вейерштрас-
са H P q q q q q q q( ) , , ,∞ = + + + +0 0 02 2 1  имеет пред-
ставление над Fq , q q q q0
2 5
02 2 36= = + =, ,  подобное 
H P( ) , , ,∞ = 32 36 40 41  (см. табл. 2).
Пусть k q q< −( )0 1 . 
Члены суммы в выражении h mx y, ( )  представля-
ются табл. 3 и 4 для Fq , q = 2
5  четырёхмерным мас-
сивом Hw v y x, , ,  по возрастанию полюсов рациональных 
функций w v y xj i t r⋅ ⋅ ⋅ , с учетом включения функций 
w v y xj i r⋅ ⋅ ⋅0  и w v y xj i r⋅ ⋅ ⋅1 .
Вычисление h mx y, ( )  по табл. 3 и 4 включает суммы 
по уровням. Вычисления по рациональным функциям 
w v y xj i r⋅ ⋅ ⋅1  отличается умножением всех коэффици-
ентов на значение y1 . Рассмотрим вычисления для 
первого слоя на уровне s = 6 . Выражение для суммы 
коэффициентов имеет вид
Σs= =6  w v y x m
1 0 0 4
1 0 0 4, , , + w v y x m
0 1 0 4
0 1 0 4, , , +
w v y x m2 0 0 3 2 0 0 3, , , + w v y x m
1 1 0 3
11 0 3, , , + w v y x m
0 2 0 3
0 2 0 3, , , +
w v y x m3 0 0 2 3 0 0 2, , , + w v y x m
2 1 0 2
2 1 0 2, , , + w v y x m
1 2 0 2
1 2 0 2, , , +
Номера 
уровней s
Мономы h mx y, ( )  для рациональных функции w v y x
j i r⋅ ⋅ ⋅0
1 w v y x m0 0 0 0 0 0 0 0, , ,
w v y x m0 0 0 1 0 0 0 1, , ,
2 w v y x m0 1 0 0 0 1 0 0, , , w v y x m
1 0 0 0
1 0 0 0, , ,
w v y x m0 0 0 2 0 0 0 2, , ,
w v y x m0 1 0 1 0 1 0 1, , , w v y x m
1 0 0 1
1 0 0 1, , ,
3 w v y x m0 2 0 0 0 2 0 0, , , w v y x m
1 1 0 0
11 0 0, , , w v y x m
2 0 0 0
2 0 0 0, , ,
w v y x m0 0 0 3 0 0 0 3, , ,
w v y x m0 1 0 2 0 1 0 2, , , w v y x m
1 0 0 2
1 0 0 2, , ,
w v y x m0 2 0 1 0 2 0 1, , , w v y x m
1 1 0 1
11 0 1, , , w v y x m
2 0 0 1
2 0 0 1, , ,
4 w v y x m0 3 0 0 0 3 0 0, , , w v y x m
1 2 0 0
1 2 0 0, , , w v y x m
2 1 0 0
2 1 0 0, , , w v y x m
3 0 0 0
3 0 0 0, , ,
w v y x m0 0 0 4 0 0 0 4, , ,
w v y x m0 1 0 3 0 1 0 3, , , w v y x m
1 0 0 3
1 0 0 3, , ,
w v y x m0 2 0 2 0 2 0 2, , , w v y x m
1 1 0 2
11 0 2, , , w v y x m
2 0 0 2
2 0 0 2, , ,
w v y x m0 3 0 1 0 3 0 1, , , w v y x m
1 2 0 1
1 2 0 1, , , w v y x m
2 1 0 1
2 1 0 1, , , w v y x m
3 0 0 1
3 0 0 1, , ,
5 w v y x m0 4 0 0 0 4 0 0, , , w v y x m
1 3 0 0
1 3 0 0, , , w v y x m
2 2 0 0
2 2 0 0, , , w v y x m
3 1 0 0
3 1 0 0, , ,
w v y x m0 1 0 4 0 1 0 4, , , w v y x m
1 0 0 4
1 0 0 4, , ,
w v y x m0 2 0 3 0 2 0 3, , , w v y x m
1 1 0 3
11 0 3, , , w v y x m
2 0 0 3
2 0 0 3, , ,
w v y x m0 3 0 2 0 3 0 2, , , w v y x m
1 2 0 2
1 2 0 2, , , w v y x m
2 1 0 2
2 1 0 2, , , w v y x m
3 0 0 2
3 0 0 2, , ,
w v y x m0 4 0 1 0 4 0 1, , , w v y x m
1 3 0 1
1 3 0 1, , , w v y x m
2 2 0 1
2 2 0 1, , , w v y x m
3 1 0 1
3 1 0 1, , ,
6 w v y x m0 5 0 0 0 5 0 0, , , w v y x m
1 4 0 0
1 4 0 0, , , w v y x m
2 3 0 0
2 3 0 0, , , w v y x m
3 2 0 0
3 2 0 0, , ,
... ... ... ...
Таблица 3
Члены суммы в выражении h mx y, ( )  с учетом возрастания полюсов рациональных функций w v y x
j i r⋅ ⋅ ⋅0  над Fq , q = 2
5
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w v y x m0 3 0 2 0 3 0 2, , , +
w v y x m3 1 0 1 3 1 0 1, , , + w v y x m
2 2 0 1
2 2 0 1, , , + w v y x m
1 3 0 1
1 3 0 1, , , +
w v y x m0 4 0 1 0 4 0 1, , , +
w v y x m3 2 0 0 3 2 0 0, , , + w v y x m
2 3 0 0
2 3 0 0, , , + w v y x m
1 4 0 0
1 4 0 0, , , +








y v x v w v=
= =
−





( / ) ( / )
min{ , }
.
Обобщение для Σs  в поле Fq , q q= 2 0
2 , q s0 2=  и про-


















( / ) ( / )
min{ , } min{ , }
.
Результирующая формула h mx y, ( )  определяется 
выражением












min{ , } mi














где s - число уровней для k  информационных слов. 
Параметр s  определяется по лемме. В выражении (8) 
значение s  уменьшено на 1, так как вычисления по 
индексу i  начинаются с 0.
Алгоритм хеширования h mx y, ( )  определяется схе-
мой вычисления Горнера последовательно для четырёх 
параметров. Вычисления по внутренней сумме опре-
деляются значением Σ j k= . Сложность вычисления по 
индексу r  определяются числом уровней и строк на 
каждом уровне.
В случае s q≤ 0  имеем
Σr s q
s q
s s s s s
, ( ) /














Пусть s q> 0 . На уровнях q q0 01 2+ +, ,...  имеем q0  
умножений на x v/  и получим
Σr s q q q q
q q s q q
, ( )( ) /
( ) / ( )
> = + + +
+ + + −
0 0 0 0
0 0 0 0
1 2 1 12
1 4
. (6)
Для вычислений по рациональным функциям 
w v y xj i r⋅ ⋅ ⋅1  в выражениях (5) и (6) следует сделать за-
мену s s→ −1  и на уровнях q q0 01 2+ +, ,...  имеем q0 1−  
умножений на x v/ .
Номера уровней s Мономы h mx y, ( )  для рациональных функции w v y x
j i r⋅ ⋅ ⋅0
1
w v y x m0 0 1 0 0 0 1 0, , ,
2
w v y x m0 0 1 1 0 0 11, , ,
w v y x m0 1 1 0 0 11 0, , , w v y x m
1 0 1 0
1 0 1 0, , ,
3
w v y x m0 0 1 2 0 0 1 2, , ,
w v y x m0 1 1 1 0 111, , , w v y x m
1 0 1 1
1 0 11, , ,
w v y x m0 2 1 0 0 2 1 0, , , w v y x m
1 1 1 0
111 0, , , w v y x m
2 0 1 0
2 0 1 0, , ,
4
w v y x m0 0 1 3 0 0 1 3, , ,
w v y x m0 1 1 2 0 11 2, , , w v y x m
1 0 1 2
1 0 1 2, , ,
w v y x m0 2 1 1 0 2 11, , , w v y x m
1 1 1 1
1111, , , w v y x m
2 0 1 1
2 0 11, , ,
w v y x m0 3 1 0 0 3 1 0, , , w v y x m
1 2 1 0
1 2 1 0, , , w v y x m
2 1 1 0
2 11 0, , , w v y x m
3 0 1 0
3 0 1 0, , ,
5 w v y x m4 0 0 0 4 0 0 0, , ,
w v y x m0 1 1 3 0 11 3, , , w v y x m
1 0 1 3
1 0 1 3, , ,
w v y x m0 2 1 2 0 2 1 2, , , w v y x m
1 1 1 2
111 2, , , w v y x m
2 0 1 2
2 0 1 2, , ,
w v y x m0 3 1 1 0 3 11, , , w v y x m
1 2 1 1
1 2 11, , , w v y x m
2 1 1 1
2 111, , , w v y x m
3 0 1 1
3 0 11, , ,
w v y x m0 4 1 0 0 4 11, , , w v y x m
1 3 1 0
1 3 1 0, , , w v y x m
2 2 1 0
2 2 1 0, , , w v y x m
3 1 1 0
3 11 0, , ,
6 w v y x m4 1 0 0 4 1 0 0, , , w v y x m
5 0 0 0
5 0 0 0, , ,
... ...
Таблица 4
Члены суммы в выражении h mx y, ( )  с учетом возрастания полюсов рациональных функций w v y x




Сложность вычислений по индексу i  в выражении 
(4) равна Σ i s= , где значение s  определяется леммой.
Если s q≤ 0 , результирующая оценка сложности 
вычислений h mx y, ( )  по схеме Горнера будет иметь вид
Nonep j r y i y r y i y= + + + + == = = =Σ Σ Σ Σ Σ, , , ,0 0 1 1
k s s s s s
s s s s s s s
+ + + + + +
+ − − + − + + −
( )( ) / ( ) /
( )( ) / ( ) /
1 2 1 12 1 4
1 2 1 12 1 4 1=
= + + + −k s s s3 23 2 2 1/ / .
В случае s q> 0  применим (6) и получим 
N k q q q q q
s q q q q
onep = + + + + + +
+ − + −
0 0 0 0 0
0 0 0 0
1 2 1 12 1 4
1 2
( )( ) / ( ) /
( ) ( )( q0 1 12− +) /
+ − + − − + + − =
= + + + − −
q q s q q s s
k q q s q q






1 4 1 1
3 2 2 1
( ) / ( )( )
/ / ( )( ) + −2 1s
.
Полученные выражения определяют (2) и (3).
Замечание
1. Результаты предложения являются новыми и 
представлены впервые.
2. Асимптотика оценки сложности универсаль-
ного хеширования по кривым Сузуки следует из (3). 
При s q≤ 0, где s k= ( )
/3 1 3  число операций сложений и 
умножений определяется выражением
N k s s s
k k k
onep = + + + − =
= + + −
3 2
2 3 1 3
3 2 2 1
2 3 2 2 3 1
/ /
( ) / ( )/ /
. (7)
3. Прямое вычисление h mx y, ( )  по формуле (1) 
имеет сложность N konep = 4 , без учета возведения в 
степень рациональных функций базисного простран-
ства.
4. Схема Горнера требует предварительного вы-
числения w v/  и x v/ . Выбор точки кривой по 
ключевым данным реализуется просто, так как реше-
ниями уравнения Сузуки являются рациональные 
точки P a ba b, ( : : )= 1 , где a b Fq, ∈ 2  Следует исключить 
точки Pa,0 , P b0,  и Pa b,  для которых w = 0  и v = 0 . Число 
таких точек меньше 4q . Пространство ключей равно 
q q2 4− .
Выводы
1. Кривая Сузуки y y x x xq q q− = −0 ( )  определена 
над полем нечетной степени расширения характе-
ристики p = 2 , Fq  q
s= +22 1  и является кривой с наи-
большим числом точек среди плоских максимальных 
кривых.
2. Практический алгоритм вычисления хеш 
кода по рациональными функциями кривой 
y y x x xq q q− = −0 ( )  определяется схемой вычис-
ления Горнера по четырём суммам со сложностью 
N k k konep = + + −2 3 2 2 3 1
2 3 1 3( ) / ( )/ / , и в 2 раза сложнее, 
чем хеширование по проективной прямой и по макси-
мальным плоским кривым.
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